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Abstract
On re´soud le proble`me de Cauchy pour des ope´rateurs aux de´rive´es partielles a` coefﬁcients
polynomiaux par rapport aux variables d’espace dans des classes de Gevrey projectives. Nos
re´sultats sont des versions globales du the´ore`me de Cauchy–Kowalewski et du the´ore`me de
Nagumo.
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0. Introduction
Etant donne´ le proble`me de Cauchy
Dmt uðt; xÞ ¼ Fðt; x;DÞu;
D
j
tuð0; xÞ ¼ fjðxÞ; j ¼ 0;y;m  1
(
En 1842, [3–6], Cauchy a montre´ que si Fðt; x;DÞ est un ope´rateur aux de´rive´es
partielles semi-line´aire holomorphe, alors pour toutes donne´es initiales holo-
morphes, fjðxÞ; j ¼ 0;y;m  1; il existe une unique solution holomorphe au
voisinage de l’hypersurface S ¼ fðt; xÞACnþ1; t ¼ 0g: Pour re´soudre ce proble`me, A.
Cauchy a utilise´ sa nouvelle me´thode du Calcul de Limites [7], connue actuellement
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sous l’appellation de Me´thode des Se´ries Majorantes. Cette me´thode consiste a`
trouver la solution du proble`me sous forme de se´rie et montrer la convergence de
cette dernie`re en majorant les modules de ses coefﬁcients par ceux d’une se´rie a`
termes positifs convergente. Ces re´sultat ont e´te´ retrouve´s et ge´ne´ralise´s en 1875,
inde´pendament des travaux de Cauchy, par Kowalewski [16].
L’inte´reˆt s’est ensuite porte´ sur la re´solution du proble`me en dehors de la classe des




Holmgren a montre´ dans [15] que le proble`me avec des conditions initiales dans la
classe de Gevrey d’indice 2 admet une unique solution analytique par rapport au
temps t et de classe Gevrey 2 par rapport a` x:
Dans [10], A. Friedmann donne une bonne re´trospective sur le proble`me et
pre´sente une nouvelle approche pour la re´solution du proble`me de Cauchy
localement dans des classes de Gevrey ou de fonctions holomorphes pour des
ope´rateurs non line´aires (voir aussi [2]).
En 1964, Leray et Waelbroeck [19] ont de´ﬁni la notion de normes formelles, base´es
elles meˆmes sur la notion de se´ries majorantes. Dans [18], Leray et Ohya ont utilise´
ces nouvelles normes pour re´soudre un proble`me de Cauchy non line´aire pour des
syste`mes faiblement hyperboliques. En s’inspirant de cette notion de normes
formelles, Wagschal [24] a pu construire plusieurs alge`bres de Banach qui recouvrent
diffe´rents espaces fonctionnels (fonctions holomorphes ou partiellement holo-
morphes), dans lesquelles il re´duit la re´solution du proble`me de Goursat (de Cauchy
ge´ne´ralise´) a` la recherche des points ﬁxes de certaines applications qu’il construit a`
partir du proble`me initial. Reprenant ces techniques, nous avons re´solu, dans [11], le
proble`me de Goursat pour des ope´rateurs inte´gro-diffe´rentiels non line´aires, aussi
bien dans la classe des fonctions holomorphes (par rapport aux variables normales)
et de classes Gevrey par rapport aux autres variables que dans la classe des fonctions
m-fois continuˆment diffe´rentiables par rapport aux variables normales et de classes
Gevrey par rapport aux autres variables, ces re´sultats e´tant locaux.
Comme on l’a de´ja` fait remarquer, les travaux de recherche se sont aussi oriente´s
vers la re´solution du proble`me dans des espaces autres que celui des fonctions
holomorphes, surtout apre`s les exemples d’ope´rateurs exhibe´s par des mathe´mati-
ciens (J. Hadamard, E. Levi) pour lesquels le proble`me de Cauchy n’e´tait pas bien
pose´ dans l’espace des fonctions CN: Dans ce cadre, on peut citer I. Petrowski,
J. Leray, L. Garding, P.D. Lax, S. Mizohata, etc.
En 1941, Nagumo [21] a donne´ une ge´ne´ralisation du tho´re`me de Cauchy–
Kowalewski en rempla-cant la re´gularite´ analytique par rapport au temps par la
re´gularite´ continue.
Dans le pre´sent travail nous adaptons les techniques utilise´es dans [11,12] pour
re´soudre le proble`me de Cauchy global pour des ope´rateurs aux de´rive´es partielles
line´aires.
Dans la premie`re partie, nous montrons l’existence et l’unicite´ globales de la
solution du proble`me de Cauchy quand les coefﬁcients de l’ope´rateur sont des
fonctions entie`res par rapport au temps et polynomiales par rapport aux variables
d’espace et les donne´es dans certaines classes de Gevrey projectives.
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La deuxie`me partie de notre travail est consacre´e a` la ge´ne´ralisation du the´ore`me
de Nagumo, en e´tablissant un re´sultat d’existence et d’unicite´ globales de la solution
du proble`me de Cauchy pour des ope´rateurs line´aires a` coefﬁcients polynoˆmiaux par
rapport aux variables spatiales et continus par rapport au temps. Dans ce cadre,
nous citerons le travail de Tarama [23], ou` le proble`me pour des donne´es analytiques
re´elles a e´te´ re´solu sous la condition d’hyperbolicite´ de l’ope´rateur. On fera
remarquer que la condition d’hyperbolicite´ (meˆme stricte) n’est pas sufﬁsante pour
re´soudre le proble`me de Cauchy en de-ca d’une certaine re´gularite´ des coefﬁcients de
l’ope´rateur (voir [8,9]).
Le plan de notre travail est le suivant:
* Dans la Section 1, on donne les principales notations et de´ﬁnitions ainsi que nos
deux principaux re´sultats.
* Dans la Section 2, on construit une applicationL dont les points ﬁxes engendrent
les solutions de notre proble`me.
* Dans la Section 3, on de´montre le The´ore`me 1.
* Dans la Section 4, on de´montre le The´ore`me 2.
Nous ferons enﬁn remarquer qu’une version de ce travail (quand les coefﬁcients
de´pendent seulement du temps) a e´te´ re´sume´e dans une note aux Comptes Rendus de
l’Acad. Sc. de Paris [13].
1. Re´sultats
Soient m; nANn: On note t le point ge´ne´rique de C ou de R et par x ¼ ðx1;y; xnÞ
celui de Rn; O de´signera un sous ensemble ouvert de Rn: Pour un multi-indice aANn;
on note jaj ¼Pni¼1 ai; a! ¼ a1!a2!yan!; Dax ¼ Da1x1Da2x2 ;y;Danxn ; avec Daixi ¼ @ai@xai
i
:
Pour dX1; on adoptera les notations suivantes:
De´ﬁnition 1. On appelle classe de Gevrey projective d’indice d sur O; note´e GðdÞðOÞ;
l’ensemble des fonctions vACNðOÞ telles que pour tout compact KCO;




 OÞ1 est l’espace des fonctions u de´ﬁnies sur R
 O et
admettant des de´rive´es continues Daxu; pour tout aAN
n; telles que:
Pour tout compact K de O et T > 0;
8h > 0; (Ch; 8aANn; 8ðt; xÞA  T ;T ½
K; jDaxuðt; xÞjpChhjajðjaj!Þd :
L’ensemble des fonctions qui ve´riﬁent cette proprie´te´ est note´ Gð0;dÞð  T ;T ½
OÞ:
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Par extension, on pose:
De´ﬁnition 3. Gðm;dÞðR
 OÞ de´signe l’espace des fonctions u de´ﬁnies dans R
 O telles
que
8j ¼ 0;y;m; DjtuAGð0;dÞðR
 OÞ:
Remarque. Les ine´galite´s de la de´ﬁnition 2 nous permettent de noter que
BmðR;GðdÞðOÞÞCGðm;dÞðR
 OÞ
ou` Bm est l’ensemble des fonctions m-fois continuˆment de´rivables borne´es ainsi que
toutes leurs de´rive´es jusqu’a` l’ordre m:
Pour un ouvert U de C; Co;NðU
 OÞ de´signe l’alge`bre des fonctions u :U






 OÞ est l’alge`bre des fonctions uACo;NðU
 OÞ telles que: Pour tout
compact KCO et h > 0;
8h > 0; (Ch > 0; 8aANn; 8tAU; 8xAK; jDaxuðt; xÞjpCh:hjajðjaj!Þd : ð2Þ
* Gðo;dÞðC
 OÞ de´signera l’ensemble des fonctions uACo;NðC
 OÞ telles que pour
tout T > 0; uAGðo;dÞðUT 
 OÞ; avec UT ¼ ftAC; jtjpTg:
On conside`re le proble`me de Cauchy suivant:
Dmt uðt; xÞ 
P
ðj;aÞAB








* B est une partie de fðj; aÞAN
Nn; jom; aa0 et j þ jajpmg;






d ¼ supfsX1; 8ðj; aÞAB; j þ sjajpmg:
The´ore`me 1. En supposant que toutes les fonctions abj;a; ðj; aÞAB et jbjojaj; sont
entie`res, alors pour tout dA½1; d; pour toutes fonctions v0;y; vm1 dans GðdÞðOÞ et
pour toute fonction fAGðo;dÞðC
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On dira que le proble`me de Cauchy (3) est bien pose´ dans Gðo;dÞðC
 OÞ:
On remarquera que lorsque d ¼ 1; alors les fonctions GðdÞ sont analytiques. Ceci
nous ame`ne a` faire remarquer que ce proble`me de Cauchy a e´te´ re´solu dans [22], dans
la classe des fonctions entie`res. Un des me´rites de ce premier re´sultat est qu’il permet
la re´solution de certains proble`mes en dehors de la classe des fonctions entie`res. Pour
s’en rendre compte, on prend l’exemple suivant: l’ope´rateur
PðDÞ ¼ D4t þ D2t Dx
pour lequel le proble`me de Cauchy est bien pose´ dans la classe de fonctions entie`res
par rapport au temps et de classe Gevrey d’indice dA½1; 2 par rapport a` la variable
spaciale x; ce qui n’est pas assure´ par [22].
On pourra aussi citer le travail de Miyake [20], ou` le proble`me de Goursat global a
e´te´ re´solu dans des classes de fonctions entie`res d’ordre ﬁni.
Comme ge´ne´ralisation du the´ore`me de Nagumo [21], on a le the´ore`me suivant.
The´ore`me 2. Si toutes les fonctions abj;a; ðj; aÞAB et jbjojaj; sont continues, alors pour
tout dA½1; d; pour toutes fonctions v0;y; vm1 dans GðdÞðOÞ et pour toute fonction
fAGð0;dÞðR
 OÞ; il existe une unique fonction uAGðm;dÞðR
 OÞ solution de (3).
Donc le proble`me est bien pose´ dans Gðm;dÞðR
 OÞ:
1. Quand les donne´es sont analytiques re´elles, sous la condition d’hyperbolicite´,
Tarama [23] donne un re´sultat d’existence et d’unicite´ globales dans ½0;þN½
Rn:
Nous y reviendrons apre`s la de´monstration de notre the´ore`me.
2. Dans le cas ou` les abj;a et f sont des fonctions inﬁniment diffe´rentiables,
l’ope´rateur P e´tant Kowalewskien, alors du the´ore`me 2 on de´duit que la solution
est aussi de classe CN: Habituellement, dans l’e´tude du proble`me de Cauchy
CN; on a souvent recours a` la classe BN des fonctions inﬁniment diffe´rent-
iables dont toutes les de´rive´es sont borne´es, hypothe`se qui a e´te´ e´vite´e dans notre
cas. Ceci est l’une des compensations de la re´gularite´ Gevrey GðdÞ impose´e aux
donne´es.
2. Transformation du proble`me
Dans cette section, on donnera une transformation de notre proble`me qui nous
servira a` la de´monstration du The´ore`me 1 et celle du The´ore`me 2.
A l’aide du changement d’inconnue
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le proble`me (3) est transforme´ comme suit:








aj;aðt; xÞ 1ðk  jÞ! t
kjDaxvkðxÞ þ f ðt; xÞ;
D
j
tvð0; xÞ ¼ 0; j ¼ 0;y;m  1:
8>>><
>>>:
En notant D1t u la primitive de uðt; xÞ par rapport a` t qui s’annule en t ¼ 0 et en
posant Dmt v ¼ u; on voit qu’il y a e´quivalence entre la recherche des solutions du











aj;aðt;xÞ 1ðk  jÞ! t
kjvkðxÞ þ f ðt; xÞ




aj;aðt; xÞDjmt Daxuðt; xÞ þCðt; xÞ: ð4Þ
Ceci nous ame`ne a` introduire certaines alge`bres de Banach qui recouvrent Gðo;dÞ
(respectivement Gð0;dÞ) ou` on e´tablira que l’application L est strictement
contractante. En appliquant le the´ore`me du point ﬁxe de Banach on trouve un
unique point ﬁxe de notre applicationL; d’ou` on de´duit l’existence et l’unicite´ de la
solution de notre proble`me.
3. Preuve du the´ore`me 1
3.1. Les alge`bres de Banach Go;dr;T ;zðOr;TÞ [11,24]
Pour uðXÞ ¼Pa uaX a et vðX Þ ¼Pa vaX a; deux series formelles avec uaX0 et
vaAC; on dit que u est une se´rie majorante de v; et on note v5u; si pour tout
a; jvajpua:
Soit yðtÞ ¼PþNj¼0 tjðjþ1Þ2 ; la fonction de Lax [17] pour laquelle il existe une constante
L > 0 telle que: y2ðtÞ5LyðtÞ:
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Pour r; T > 0 et z ¼ ðz1;y; znÞAðRnþÞn; on conside`re la se´rie formelle






avec z:x ¼Pni¼1 zixi et fTðtÞ ¼ 1Lyð tTÞ:
Cette se´rie est de´ﬁnie pour tout tAUr;T ¼ ftAC; rjtjoTg:
Go;dr;T ;zðOr;TÞ2 de´signera l’alge`bre des fonctions uACo;NðUr;T 
 OÞ telles que
(C > 0; 8aANn; 8xAO; Daxuðt; xÞ5C za jaj!d1 DjajfTðrtÞ: ð5Þ
Cette relation sera aussi note´e u5C:Fo;dr;T ;z:
Go;dr;T ;zðOr;TÞ muni de l’application jjujj-inffC > 0; u5C:Fo;dr;T ;zg est une alge`bre
de Banach et on a les proprie´te´s suivantes (voir [11,24]).
Proposition 1. (1) 8r > 0; 8zAðRnþÞn; Go;dr;T ;zðOr;TÞCGo;dðOr;T 0 Þ; pour tout 0oT 0
oT :
(2) Pour tout zAðRnþÞn et uAGo;dðUr;T 
 OÞ telle que uð0; :Þ ¼ 0; il existe C0 > 0 et
T0 > 0 tels que pour tout T
0A0;T0½ et pour tout r > 0; on a:
uAGo;dr;T 0;zðOr;T 0 Þ et jjujjpC0:
Proposition 2. Pour tout ðk; aÞAZ
Nn tel que k þ djajp0; il existe Ck;a > 0 telle
que, pour tout r; T > 0 et pour tout zAðRnþÞn; on a:
8uAGo;dr;T ;zðOr;T Þ; Dkt DaxuAGo;dr;T ;zðOr;TÞ et jjDkt DaxujjpCk;azarkTkjaj jjujj: ð6Þ
3.2. Lemmes pre´liminaires
Lemme 1. Pour tout aANn; il existe une constante Cjaj > 0 telle que
8jAf1;y; jajg; 8bANn; jbj þ jrðCjajÞjbjþ1: ð7Þ




jbj þ 1 ¼ 0:
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Lemme 2. Soit vAGðdÞðOÞ; alors pour tout aANn; DaxvAGðdÞðOÞ:
Preuve. Etant donne´s une fonction vAGðdÞðOÞ; aANn; un compactK de O et h > 0;







pC1ðh0Þjbjþjajðjbj!Þdðjbj þ 1Þdyðjbj þ jajÞd









ce qui montre que DaxvAG
ðdÞðOÞ: &
Dans toute la suite, si KCO; on note (K l’inte´rieur de l’ensemble K:
Lemme 3. Soit vAGðdÞðOÞ; alors pour tout compact K non maigre3 de O;
vAGo;dr;rT ;zð (KTÞ pour tout T et r > 0 et zAðRnþÞn:
Preuve. Soient vAGðdÞðOÞ et K un compact non maigre de O; alors
8h > 0; (Ch > 0; 8bANn; 8xAK; jDbxvðxÞjpChhjbjðjbj!Þd ð8Þ








et comme ðjbj þ 1Þ2pe2jbj; alors 1pLðrTe2Þjbjjbj! DjbjfrTð0Þ et en utilisant cette ine´galite´
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Ainsi, pour T ; r et z ﬁxe´s, en choisissant hpinffzi ; i¼1;y;ng
e2rT
; il existe une constante
C ¼ ChL > 0 telle que
8bANn; 8xA (K; jDbxvðxÞjpC:zbðjbj!Þd1DjbjfrT ð0Þ ð9Þ
et comme vðxÞ est inde´pendante de t; on de´duit le Lemme 3. &
Lemme 4. Soit fAGðo;dÞðC
 OÞ; alors pour tout compact K non maigre de O et pour
tout T ; r > 0 et zAðRnþÞn; fAGo;dr;rT ;zð (KTÞ:
Preuve. Soit fAGðo;dÞðOTÞ; alors pour tout compact K de O et pour tout h > 0; il
existe Ch > 0 telle que
8bANn; 8tAUT ; 8xAK; jDbx f ðt; xÞjpChhjbjðjbj!Þd
f ðt; xÞ e´tant entie`re par rapport a` t; des ine´galite´s de Cauchy nous obtenons





kDkfRðtÞ (Lemme 9.2 de [24]) on aura
8bANn; 8xAK; Dbx f ðt;xÞ5Chhjbjðjbj!ÞdðrTÞjbjDjbjfrT ðrtÞ
5ChðrThÞjbjðjbj!ÞdDjbjfrTðrtÞ:
En choisissant h assez petit pour que rThpinffz1;y; zng on de´duit que
fAGo;dr;rT ;zð (KTÞ: &
Lemme 5. Soit g une fonction entie`re sur C; alors pour tout T ; r > 0; zAðRnþÞn et K
compact non maigre de O; gAGo;dr;rT ;zð (KTÞ; et sa norme ne de´pend que de T et K:
Preuve. gðtÞ e´tant une fonction entie`re, donc continue, alors il existe C1 > 0 telle que
8tAUT ; jgðtÞjpC1:
En utilisant les ine´galite´s de Cauchy et le Lemme 9.2 de [24] on obtient
g5C1ðCTfTðtÞÞ:
Comme frT ðrtÞ ¼ fTðtÞ et gðtÞ est inde´pendante de x; on de´duit que
8bANn; 8xA (K; Dbxg5C1CT ðjbj!ÞdzbDjbjfrTðrtÞ
donc gAGo;dr;rT ;zð (KTÞ et jjgjjpC1CT : &
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Lemme 6. Soient T ; r > 0 et K un compact non maigre de O; alors tout polynoˆme P
de degre´ infe´rieur ou e´gal a` k est dans Go;dr;z;rT ð (KT Þ et il existe une constante CP;K > 0;







Preuve. Soit PðxÞ un polynoˆme de degre´ infe´rieur ou e´gal a` k; alors pour tout jbj > k
on a DbP  0 et si K est un compact, non maigre de O; il existe une constante
CP;b;K > 0 telle que:
8bANn; 8xAK; jDbPðxÞjpCP;b;K:
En prenant





en reprenant les meˆmes arguments que ceux de la de´monstration du Lemme 3 on
trouve
8bANn; 8xAK; jDbPðxÞjpCP;Kzbðjbj!Þd1DjbjfrT ð0Þ
et pour terminer la preuve de ce lemme, on remarque que PðxÞ est inde´pendant
de t: &
3.3. L est une contraction
Soient abj;a des fonctions entie`res ððj; aÞAB et jbjojajÞ; vjAGðdÞðOÞ ðj¼0;y;m 1Þ
et fAGðo;dÞðC
 OÞ;
Proposition 3. Pour tout T > 0; zAðRnþÞn et K un compact non maigre de O; il existe
r0 > 0 et CA0; 1½ tels que pour tout rXr0; il existe rr > 0 pour lequel on a:
8rXrr; LðBð0; rÞÞCBð0; rÞCGo;dr;rT ;zð (KTÞ; ð10Þ
8u; u0ABð0; rÞCGo;dr;rT ;zð (KTÞ; jjLu Lu0jjpCjju  u0jj ð11Þ
ou` Bð0; rÞ est la boule ferme´e de centre 0 et de rayon r de Go;dr;rT ;zð (KTÞ
ARTICLE IN PRESS
D. Gourdin, M. Mechab / Journal of Functional Analysis 202 (2003) 123–146132
Preuve. Soient K un compact non maigre de O; T > 0; zAðRnþÞn et r > 0; alors











ðk  jÞ! t
kjDaxvkðxÞAGo;dr;rT ;zðKTÞ




kjAGo;dr;rT ;zð (KTÞ; d’apre`s le Lemme 5, xbAGo;dr;rT ;zð (KT Þ; d’apre`s le Lemme 6,
DaxvkAG
o;d
r;rT ;zð (KTÞ; d’apre`s les Lemmes 2 et 3.
Par ailleurs, si uAGo;dr;rT ;zð (KTÞ; alors Dkt DaxuAGo;dr;rT ;zð (KT Þ si k þ djajp0; d’apre`s








j;aðtÞxbDjmt Daxuðt;xÞ þCðt; xÞAGo;dr;rT ;zð (KTÞ
Sachant que les normes des abj;a sont inde´pendantes de r dans G
o;d
r;rT ;zð (KT Þ; en
utilisant (6), le Lemme 6 et le fait que Go;dr;rT ;zð (KTÞ est une alge`bre, on de´duit qu’il
existe une constante C0 > 0 (ne de´pendant pas de r) telle que
8uAGo;dr;rT ;zð (KTÞ; jjLujjpC0
X
ðj;aÞAB
zarjajTðjmÞjajjjujj þ jjcjj: ð12Þ






donc pour C1A0; 1½; on peut choisir r0 > 0 tel que pour rXr0;
8uAGo;dr;rT ;zðKTÞ; jjLujjpC1jjujj þ jjcjj: ð13Þ
Ainsi, pour r > 0 ﬁxe´,
8uABð0; rÞCGo;dr;rT ;zðKT Þ; jjLujjpC1r þ jjcjj
donc, pour que LðBð0; rÞÞCBð0; rÞ; il sufﬁt que C1r þ jjcjjpr; d’ou` le choix de
rXrr ¼ jjcjj1C1; ce qui termine la preuve de (10).
Pour montrer (11), on remarquera queL est une application afﬁne et on reprend
le meˆme raisonnement. &
3.4. Construction du point fixe de L dans UT 
 O
Avant d’entamer la de´monstration de l’existence du point ﬁxe de l’applicationL;
on donne le re´sultat technique suivant.
ARTICLE IN PRESS
D. Gourdin, M. Mechab / Journal of Functional Analysis 202 (2003) 123–146 133
Lemme 7. Pour tout z1; z2AðRnþÞn et r1; r2 > 0 tels que z1pz2 et r1Xr2; on a:
Go;dr1;r1T ;z1
ð (KT ÞCGo;dr2;r2T ;z2ð (KTÞ; et l
0injection est continue:











alors en utilisant (5) on obtient










et comme z1pz2 et r1Xr2; alors










d’ou` on de´duit que
8bANn; Dbxuðt; xÞ5jjujj1zb2 jbj!d1Djbjfr2Tðr2tÞ
donc uAGo;dr2;r2T ;z2ðKT Þ et sa norme jjujj2 est infe´rieure ou e´gale a` jjujj1: &
3.4.1. Construction du point fixe dans (KT
Pour tout pANn; on pose zp ¼ ð1p;y; 1pÞAðRnþÞn:
Proposition 4. Pour tout compact K non maigre de O; il existe une suite croissante de








Preuve. Soit pANn:D’apre`s la Proposition 3, il existe rp > 0 tel que pour tout rXrp;
L admet un unique point ﬁxe ur dans G
o;d
r;rT ;zp




ð (KTÞ pour tout rXrp; et de l’unicite´ du point ﬁxe de L
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Go;dr;rT ;zpð (KT Þ:
De meˆme, pour ðp þ 1Þ on choisit rpþ1 > rp pour lequelL admet un unique point
ﬁxe upþ1 dans G
o;d




Go;dr;rT ;zpþ1ð (KT Þ:
Ainsi, on construit une suite croissante de nombres positifs ðrpÞpANn et une suite des




Go;dr;rT ;zpð (KT Þ







et comme L admet un unique point ﬁxe dans Go;drp;rpT ;zpð (KT Þ on de´duit que
upþ1 ¼ up:






ce qui termine la preuve de notre proposition. &
3.4.2. Construction du point fixe de L dans Gðo;dÞðOTÞ
Fixons T > 0: Soit ðKpÞp une suite croissante de compacts non maigres
recouvrant O: D’apre`s la Proposition 3:
* PourK1; il existe une suite croissante de nombres positifs rp;1 ¼ rp;K1 ; relatifs a`
K1; tels que
r1;1or2;1o?orp;1o?










* PourK2; on choisit une suite croissante de nombres positifs rp;2 ¼ rp;K2 ; relatifs
a` K2; tels que
r1;1or1;2or2;2o?orp;2o?
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* Par induction, pour tout jANn on choisit une suite croissante de nombres positifs
rp;j ¼ rp;Kj tels que
r1;1or2;2o?orj1;j1or1;jor2;jo?orp;jo?














 (KjÞ; alors sa restriction a` UT 













et de l’unicite´ du point ﬁxe de L dans Go;drj1;j1;rj1;j1T ;zj1ðUT 




 (Kj1 ¼ uj1:
Ainsi par recollement des uj on de´ﬁnit une fonction u sur UT 
 O qui est un point








Proposition 5. La fonction u ainsi de´finie dans UT 
 O est dans Gðo;dÞðUT 0 
 OÞ pour
tout T 0A0;T ½:
Preuve. En effet; comme la suite des compactes ðKjÞj est d’exhaustion dans O; alors
pour tout compactK de O; il existe p0ANn tel queKC (Kp pour tout pXp0: Sachant
que u
=UT




 (KpÞ on de´duit que pour tout pXp0; on a:
8bANn; 8xAK Dbuðt; xÞ5jjujjpzbp jbj!d1DjbjfrpTðrp:tÞ:4 ð14Þ




Þ et la fonction yð z
T
Þ est holomorphe dans
UT et borne´e dans UT ; des ine´gatite´s de Cauchy on de´duit l’existence d’une
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constante CT > 0 telle que




En reportant ces majorations dans (14) et en rempla-cant zp par son expression, on
obtient







Comme ðrpÞp est une suite croissante, alors pour h > 0; en choisissant p > CThTr1 ; on
aura
8 bANn; 8jtjoT 0; 8xAK; jDbxuðt; xÞjpC:hjbjjbj!d
avec C ¼ jjujjpCT 1L > 0; donc uAGðo;dÞðUT 0 
 OÞ: &
Lemme 8. Pour tout T > 0; l’application L admet un unique point fixe dans
Gðo;dÞðOT Þ:
Preuve. L’existence de ce point ﬁxe est assure´e par la Proposition 5, on montre alors
son unicite´.
Soient u1 et u2 deux points ﬁxes de L dans G
ðo;dÞðOT Þ; alors d’apre`s la de´ﬁnition
deL on a u1ð0; :Þ  u2ð0; :Þ ¼ 0: SiK est un ensemble compact non maigre de O; en
utilisant la deuxie`me proprie´te´ de la Proposition 1 on peut mettre u1  u2 dans
Go;dr;rT 0;zð (Kr;T 0 Þ pour z ¼ z1 ¼ ð1;y; 1Þ; r > 0; sufﬁsament grand et T 0 > 0 sufﬁsa-
ment petit et en utilisant (11), on obtient
jju1  u2jj ¼ jjLðu1Þ Lðu2Þjjojju1  u2jj
ce qui montre que u1 ¼ u2 dans (KT 0 :
Ainsi ðu1  u2Þð:; xÞ est une fontion holomorphe sur UT et nulle au voisinage de
t ¼ 0; du principe du prolongement analytique on de´duit que u1 ¼ u2 dans (KT :
Pour terminer la preuve du lemme, on remarque que O peut eˆtre recouvert par des
ouverts relativement compacts. &
3.5. Fin de la preuve du the´ore`me 1
Etant donne´ que pour tout T > 0; L admet un unique point ﬁxe dans Gðo;dÞðOT Þ;
alors par recollement on construit un unique point ﬁxe de L dans Gðo;dÞðC
 OÞ; et






solution de notre proble`me (3).
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Remarques. Dans le cadre holomorphe, le proble`me d’existence de solutions globales
revient en ge´ne´ral au proble`me de prolongement de la solution locale. On peut citer
le travail de Bony et Schapira [1] ou` ils ont de´montre´ la possiblite´ de prolongement
de la solution pour des syste`mes hyperboliques.
Sans la condition d’hyperbolicite´, le prolongement de la solution n’est pas toujours
possibles, meˆme si les donne´es initiales sont holomorphes. Re´cemment, Hamada [14]
a e´tudie´ une classe d’ope´rateurs a` partie principale a` coefﬁcients polynomiaux, pour
lesquels, la solution du proble`me de Cauchy, a` donne´es initiales polynoˆmiales, n’est
pas globale.
Exemple. Soit le proble`me de Cauchy
ðD20  ðx21D1Þ2  ðx22D2Þ2Þuðx0; x0Þ ¼ 0;




2ðx21 þ x22  x21x22x20Þ1=2
log
1þ x0ðx21 þ x22  x21x22x20Þ1=2
1 x0ðx21 þ x22  x21x22x20Þ1=2
 !
:
Il est bien entendu que ce type d’ope´rateurs n’est pas dans la classe qu’on a e´tudie´
dans ce travail. Cet exemple montre l’optimalite´ du choix du degre´ des polynoˆmes
qu’on a impose´ dans la structure de l’ope´rateur.
4. Preuve du The´ore`me 2
4.1. Alge`bres de Banach G0;dr;z;T ðOr;T Þ (voir [24] et [11])









Ir;T ¼ ftAR; rjtjoTg; Ir;rT ¼ IT ¼  T ;T ½ et Or;T ¼ Ir;T 
 O:
Par G0;dr;z;TðOr;TÞ on de´signe l’espace des fonctions uACðIr;T ; CNðOÞÞ; (continues par
rapport a` t et de clases CN en x) telles que
(C > 0; 8aANn; 8tAIr;T ; 8xAO; jDaxuðt; xÞjpCzaðjaj!Þd1DjajfTðrjtjÞ: ð15Þ
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De la meˆme manie`re que dans le cas analytique, on notera cette proprie´te´ par
u5CF0;dr;z;T :
On de´ﬁnit sur G0;dr;z;TðOr;TÞ la norme
jjujj ¼ inffC > 0; u5CF0;dr;z;Tg
qui lui confe`re une structure d’alge`bre de Banach. On a les proprie´te´s suivantes:
Proprie´te´ 1. Pour tout zAðRnþÞn et r; T > 0; on a:
8 T 0A0;T ½; G0;dr;z;rTðOTÞCG0;dðOT 0 Þ: ð16Þ
Proprie´te´ 2. Pour tout ðj; aÞAðNÞ 
Nn tel que j þ djajp0; DjtDax est une
application line´aire de G0;dr;z;TðOr;TÞ dans G0;dr;z;T ðOr;T Þ de norme infe´rieure ou e´gale a`
Cj;arjz
aTðjþjajÞ; avec Cj;a > 0 une conastante inde´pendante de T ; r > 0 et zAðRnþÞn;
ce qui s’exprime par:
8T ; r > 0; 8 zAðRnþÞn; 8 uAG0;dr;z;TðOr;TÞ; jjDjtDaxujjpCj;arjzaTðjþjajÞjjujj: ð17Þ
Proposition 6. Soient T > 0; zAðRnþÞn et uAGð0;dÞðOTÞ fixe´s, alors pour tout compact
non maigre K de O; uAG0;dr;z;rT ð (KTÞ:
Preuve. La preuve de cette proposition se fait de la meˆme fa-con que celle du Lemme







ðjaj þ 1Þ2 et ðjaj þ 1Þ
2pe2jaj: & ð18Þ
Sachant que toute fonction vAGðdÞðOÞ est dans Gð0;dÞðOT Þ pour tout T > 0; de la
proposition 6, on de´duit le lemme suivant.
Lemme 9. Soit vAGðdÞðOÞ; alors pour tout T et r > 0 et pour tout compact K non
maigre de O; vAG0;dr;z;rT ð (KT Þ:
De la meˆme manie`re que pour le cas analytique (Lemme 6) on a le
Lemme 10. Soient T, r > 0 et K un compact non maigre de O; alors tout polynoˆme P
de degre´ infe´rieur ou e´gal a` k est dans G0;dr;z;rT ð (KT Þ et il existe une constante CP;K > 0;
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De meˆme, on a le re´sultat e´vident suivant:
Lemme 11. Si g est une fonction continue sur R; alors pour tout r; T > 0; zAðRnþÞn et
K compact non maigre de O; on a gAG0;dr;z;rT ð (KT Þ et sa norme est inde´pendante de r et
z et ve´rifie l’ine´galite´: jjgjjpjjgjjLNðIT Þ:
Lemme 12. Si r > r0; alors
G
0;d
r;z;rT ð (KTÞCG0;dr0;z;r0Tð (KT Þ:















4.2. Construction du point fixe de L dans (KT
Proposition 7. Pour tout compact non maigre K de O et T > 0 fixe´s, il existe r0 > 0
et une constante CK;T ðr0Þ; strictement comprise entre 0 et 1; telles que pour tout
r > r0 et z ¼ ðz0;y; z0Þoð1;y; 1Þ; il existe r0 ¼ r0ðr; zÞ > 0 tel que pour tout r > r0;
on a:
LðBð0; rÞÞCBð0; rÞCG0;dr;z;rTð (KT Þ; ð19Þ
8u; u0ABð0; rÞ; jjLu Lu0jjpCK;Tðr0Þjju  u0jj ð20Þ
ou` Bð0; rÞ est la boule ferme´e de centre 0 et de rayon r dans G0;dr;z;rTð (KTÞ:
Preuve. En utilisant les Lemmes 9–11 et le fait que les G0;dr;z;rTð (KTÞ sont des alge`bres
de Banach, on de´duit que CAG0;dr;z;rTð (KTÞ: De meˆme, en utilisant les Lemmes 10
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jjDjmt Daxujj þ jjCjj:
En choisissant z ¼ ðz0;y; z0Þoð1;y; 1Þ et r > 0 sufﬁsamment grand pour que

























Ainsi, pour r > 0; pour que LðBð0; rÞÞCBð0; rÞ; il sufﬁt que pour tout
uAG0;dr;z;rTð (KTÞ;
jjujjpr ) CK;Tr1jjujj þ jjCjjpr
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en prenant r sufﬁsament grand pour que CK;Tr1o1; ð¼ 1=2Þ; il sufﬁt de
choissir
r > r0 ¼ jjCjj
1 1=2 ¼ 2jjCjj et r0 ¼ 2CK;T
ce qui termine la preuve de (19).
Pour de´montrer (20), il sufﬁt de remarquer que l’application L est afﬁne. &
En utilisant le the´ore`me du point ﬁxe de Banach, de cette proposition on
de´duit:
Proposition 8. Pour tout compact non maigre K de O et T > 0 fixe´s, il existe r0 > 0
tel que pour tout r > r0 et pour tout z ¼ ðz0;y; z0Þoð1;y; 1Þ; l’application L admet
un unique point fixe dans G0;dr;z;rTð (KT Þ:
4.3. Construction du point fixe de L dans OT
Dans toute la suite, on prend z ¼ ðz0;y; z0Þoð1;y; 1Þ:
Pour construire le point ﬁxe de l’application L dans OT ; on recouvre O par une
suite croissante d’ouverts relativement compacts ð (KnÞnAN; alors:
Pour (K0: D’apre`s la Proposition 8, il existe r0 > 0 tel que pour tout rXr0; L
admet un unique point ﬁxe ur dans G
0;d
r;z;rTð (K0T Þ: Du Lemme 12 on de´duit que
toutes les fonctions ur sont dans G
0;d
r0;z;r0T
ð (K0T Þ et de l’unicite´ du point ﬁxe de L on
de´duit:
Il existe r0 > 0 et un unique point ﬁxe u0 de L dans G
0;d
r0;z;r0T





Pour (K1: De la meˆme manie`re on montre l’existence de r1 > 0; qu’on choisira
supe´rieur a` r0; pour lequel:
Il existe r1 > r0 > 0 et un unique point ﬁxe u1 deL dans G
0;d
r1;z;r1T







De proche en proche, on obtient le re´sultat suivant:
Proposition 9. Etant donne´e ð (KnÞnAN; une suite exhaustive d’ouverts relativement
compacts de O; il existe une suite croissante ðrnÞnAN de nombres positifs et une suite
ðunÞnAN de points fixes de L tels que:
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r;z;rTð (Knþ1T Þ; en prenant la restriction de cette







r;z;rT ð (KnT Þ








et de l’unicite´ du point ﬁxe un on de´duit que unþ1= (Kn
T
¼ un: Par recollement de ces
fonctions, on obtient une fonction de´ﬁnie sur OT qui ve´riﬁe le Lemme 13. L’unicite´
de u provient de celle des un: &
Proposition 10. La fonction u de´finie dans le Lemme 13 est de classe Gð0;dÞðOTÞ:
Preuve. Soient K un compact de O et h > 0: ð (KppANÞ e´tant une suite croissante
d’ouverts relativement compacts recouvrant O; alors il existe pAN tel que KC (Kp:
Comme u
= (Kp
AG0;dr;z;rT ð (KpTÞ pour tout rXrp; alors



























ðjþ1Þ2 > 0; dans le disque ferme´ jzjp1; en utilisant les ine´galite´s de
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Cauchy on obtient:
















En reportant ces ine´galite´s dans (22), on obtient:





Pour terminer la preuve de la Proposition 10, on prend r sufﬁsament grand pour
que 1rT Ccjzjoh: &
4.4. Unicite´ du point fixe de L dans Gð0;dÞðOTÞ
Soient u1 et u2 deux points ﬁxes de l’applicationL dans G
ð0;dÞðOTÞ: A` l’aide de la
Proposition 6 on de´duit que u1 et u2 sont deux points ﬁxes de l’application L dans
G
0;d
r;z;rT ð (KpT Þ donc u1 ¼ u2 dans (KpT ; et comme la suite ð (KppANÞ recouvre O on de´duit
que u1 ¼ u2:
4.5. Fin de la preuve du The´ore`me 2
Comme l’application L admet un unique point ﬁxe uT dans G
ð0;dÞðOTÞ;
alors en faisant varier T on peut de´ﬁnir par recollement des uT un unique point
ﬁxe de L dans Gð0;dÞðR
 OÞ: Pour terminer la preuve du The´ore`me 2 on prend






Remarque. Dans le cas du proble`me de Cauchy hyperbolique, certaines techniques
de re´solution se basent sur l’existence d’un domaine (ou coˆne) de de´pendance qui
permet la construction de la solution globale dans l’espace tout entier. C’est le cas de
[23]. Son re´sultat est le suivant:
Etant donne´ un ope´rateur diffe´rentiel d’ordre m










tuð0; xÞ ¼ fjðxÞ; j ¼ 0;y;m  1:
(
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Pour R1 et T > 0; on suppose que cet ope´rateur est hyperbolique sur
BT ;R1 ¼ ½0;T  
 fxARn; jxjjoR1g:
Pour d > 0; on note Vd le maximum des modules des racines caracte´ristiques sur
fðt; x; xÞA½0;T  
 fxARn; jxjjpR1  dg 
 fxARn; jxj ¼ 1gg:
The´ore`me 3 (Tarama [23] p. 554). Pour toutes fonctions fj; ðj ¼ 0;y;m  1Þ;
analytiques dans la boule fxARn; jxjjorg; il existe une et une seule solution
analytique en x dans
fðt; xÞA½0;T  
 Rn; jxjjor Vdtg:
Quand on se met dans la classe des fonctions entie`res, ce the´ore`me nous permet de
trouver une unique solution entie`re de notre proble`me (en faisant tendre r versN).
Par contre, il est clair que lorsque T est ﬁxe´, ce the´ore`me ne permet pas de
re´soudre le proble`me dans le cylindre OT ; ce qui est fait dans notre travail,
Sections 4.3 et 4.4.
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